Geometria rownan liniowych

Podstawowym problemem w algebrze liniowej jest rozwigzywanie uktadéw n réwnan
liniowych z n niewiadomymi; dla przyktadu:

2x—-y=0
—X+2y=3

Na tym pierwszym spotkaniu z algebrg liniowg zobaczymy ten problem z trzech punktéw
widzenia.

Powyzej zaprezentowany uktad rdwnan jest dwuwymiarowy (n = 2). Przez dodanie trzeciej
zmiennej z mozemy go rozszerzy¢ do uktadu tréjwymiarowego.

Rysunek z punktu widzenia wierszy

Narysujemy punkty w uktadzie wspotrzednych prostokatnych, ktdre spetniajg kazde
réwnanie i poprowadzimy proste przez te punkty. Punkt, w ktérym nastepuje przeciecie
prostych, (jesli sie przecinajg) reprezentuje rozwigzanie uktadu réwnan. Patrzac na rysunek 1
widzimy, ze rozwigzaniem tego uktadu réwnan jest punkt o wspoétrzednych x=1 i y=2.
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Rys. 1. Proste 2x—y =0 i —x+2y =3 przecinaja sie w punkcie (l, 2).



Podstawiajac to rozwigzanie w miejsce zmiennych X i y do oryginalnego uktadu w celu

sprawdzenia poprawnosci rozwigzania otrzymujemy:

2:1-2=0
~1+2.2=3

Rozwigzaniem ukfadu trzech réwnan z trzema niewiadomymi jest punkt wspdlny trzech
ptaszczyzn, (jesli istnieje).

Rysunek z punktu widzenia kolumn

Z punktu widzenia kolumn przepiszemy uktad réwnan, jako pojedyncze réwnanie poprzez
zamiane wspotczynnikéw w kolumnach uktadu na wektory.

LG

Dla danych dwéch wektoréw cidiskalaréw X iy, suma Xc+ yd jest nazywana liniowgq

kombinacjq wektorow cid. (W dalszym ciggu tego kursu liniowe kombinacje odgrywaja
wazna role).

2
Geometrycznie, chcemy znalezé liczby X i y, takie, ze X kopii wektora { } dodane do y

-1 0
kopii wektora { 5 } jest rowne wektorowi {3} . Jak widzimy na rysunku 2, x=1iy=2

zgadzajg sie z otrzymanym poprzednio rozwigzaniem.
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Rys. 2. Liniowa kombinacja wektoréw kolumnowych réwna sie wektorowi b.



W trzech wymiarach, rysunek z punktu widzenia kolumn wymaga znalezienia liniowej
kombinacji trzech tréjwymiarowych wektoréw réwnej wektorowi b.

Rysunek z punktu widzenia macierzy

Zapiszemy uktad rownan:

2x—-y=0
-X+2y=3

Jako pojedyncze réwnanie z uzyciem macierzy i wektoréw:
2 -1jx| |0
-1 2|yl 3]

2 -1 X
’ } jest nazywana macierzq wspoftczynnikow. Wektor X :[ } jest

Macierz A= {
wektorem niewiadomych. Po prawej stronie réwnania mamy wektor b. Mozemy napisaé:
Ax=Dh.

Przypadek trojwymiarowy jest podobny z wyjgtkiem tego, ze wektory sg tréjwymiarowe a
macierz jest stopnia 3 tzn. ma trzy wiersze i trzy kolumny.

Mnozenie macierzy

Jak mozy sie macierz A przez wektor x?

3l

Jedng metodg jest potraktowac sktadowe wektora x jako wspotczynniki kombinacji liniowej
kolumnowych wektoréw macierzy:

2 5|1 2 5 12
=1 |[+2 =
1 3|2 1 3 7
Ten sposdb pokazuje, ze Ax jest liniowg kombinacjg kolumn macierzy A.

Inng metodg jest obliczenie Ax jako iloczyndw skalarnych wierszy macierzy A i wektora x:
2 5|1 B 2-1+5-2 3 12
1 3||2] [11+3.2] | 7]

W kolumnowym i macierzowym punkcie widzenia prawg strong rownania jest wektor b. Czy

Liniowa niezaleznos¢

majac dang macierz A mozemy rozwigzac rownanie



Ax=Db

Dla kazdego mozliwego wektora b? Innymi stowy, czy liniowe kombinacje kolumn macierzy
A wypetniaja ptaszczyzne xy (lub w przypadku tréjwymiarowym — catg przestrzen R*)?

Jeslo odpowiedz jest ,nie”, méwimy, ze A jest macierzg osobliwg (singular). W tym
przypadku kolumny macierzy A sa liniowo zalezne; wszystkie kobminacje liniowe kolumn
macierzy A lezg w punkcie lub na jednej linii (w dwdch wymiarach) lub w punkcjie, na jednej
linii lub na jednej ptaszczyznie (w trzech wymiarach). Wszystkie kombinacje kolumn
macierzy A nie wypetniajg catej przestrzeni.

Eliminacja z macierzami
Metoda eliminacji

Eliminacja jest metoda najczesciej stosowang przez oprogramowanie komputerowe do
rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych. Pozwala ona znajdowaé rozwigzanie réwnania
AXx =D oile macierz A nie jest osobliwa (jest odwracalna). Poztuzymy sie nastepujgcym
przyktadowym uktadem réwnan, w ktérym:

1 2
1| orazb=|12]|.
1 2

H 00 DN

1
A=|3
0

Element 1 w lewym gérnym rogu macierzy A jest nazywany pierwszym elementem
gtownym. Kopiujemy wiersz pierwszy, mnozymy go przez odpowiednig liczbe (w naszym
przypadku 3) i odejmujemy od wiersza drugiego. Skutkiem tego pierwszy element wiersza
drugiego staje si e réwny 0. Zatem wyeliminowalismy element 3 z drugiego wiersza i
pierwszej kolumny.

1 21 1 2 1
A=|3 8 1|—>|0 2 -2]|.
0 41 0 4 1

Nastepnym krokiem jest wykonaé nastepng eliminacje aby uzyskac¢ O w wierszu 3 i kolumnie
1. W tym przyktadzie nie jest to potrzebne bo juz jest tam 0.

Nastepnym elementem gtdwnym jest wartos¢ 2 w drugim wierszu i drugiej kolumnie.
Znajdujemy mnoznik (w tym przypadku 2), przez ktéry mnozymu wiersz drugi aby
wyeliminowac 4 z trzeciego wiersza i drugiej kolumny.

1 2 1
Uu=|0 2 -2|.
0 0 5



Trzecim elementem gtownym jest wartos¢ 5 w trzecim wierszu i trzeciej kolumnie.
Rozpoczelismy eliminacje od macierzy odwracalnej A iskoniczylismy na macierzy gornej
trojkatnejU . Lewa dolna czes¢ macierzy U jest wypetniona zerami. Elementy gtéwne 1, 2,
5 znajdujg sie na gtéwnej przekatnej macierzy U (przekatna gtéwna macierzy kwadratowe;j
to przekatna z lewego gdrnego naroznika do prawego dolnego naroznika).

2
Powtarzamy takie same operacje mnozenia i odejmowania wierszy dla wektora b={12 |.
2

Czyli mnozymy przez 2 wlwmwnt na pierwszej pozycji i odejmujemy go od 12 aby otrzymaé 6
na pozycji drugiej. Aby uprosci¢ obliczenia zwykle dotgczamy wektor b jako ostatnig
kolumne macierzy A.

Metoda eliminacji przeksztatca rownanie AX=b w réwnanie UX =C. W naszym przyktadzie,

1 2 1 2
U=l0 2 -2| otrzymujemyz macierzy A oraz C=| 6 | otrzymujemy z wektora b.
0 0 5 -10

Réwnanie UXx =D jest fatwe do rozwigzania poprzez tzw. Wsteczne podstawianie; w naszym
przyktadzie, z=-2,y =1, x=2. Jest to takze rozwigzanie wyjsciowego uktadu réwnan
Ax=Db.

Wyznacznik macierzy U jest iloczynem elementéw gtéwnych.

Elementy gtdwne nie mogg by¢ zerami. Jesli zdarzy sie ze jakis element gtdwny bedzioe
zerem, trzeba zamieni¢ miejscami wiersz zawierajgcy taki element gtéwny z innym wierszem
tak aby na pozycji elementu gtéwnego nie byto zera.

Jesli zdarzy sie zero na pozycji elementu gtéwnego i nie ma réznych od zera elementow
ponizej (w tej kolumnie) to macierz A jest nieodwracalna (tzn. jest osobliwa innymi stowy jej
wyznacznik jest réwny zero). W takiej sytuacji nie mozna uzy¢ metody eliminacji do
znalezienia unikalnego rozwigzania uktadu réwnan poniewaz ono nie istnieje.

Macierz eliminacji

lloczyn macierzy (3x3) i wektora kolumnowego (3x1) jest wektorem kolumnowym (3x1),
ktory jest liniowg kombinacjg kolumn macierzy.

lloczyn wierszowego wektora (1x3) i macierzy (3x3) jest wierszowym wektorem (1x3) i jest
liniowa kombinacjg wierszy macierzy.

Mozna zatem obliczy¢ macierz po pierwszej eliminacji mnozgc macierze:



Macierz eliminacji uzyta do eliminacji wartosci w wierszu m i kolumnie n jest oznaczana
symbolem E_ . Obliczenie powyzej jest zatem obliczeniem E,, A. Wykonane trzy ktoki

eliminacji prowadzgce do macierzy U mozna zapisac jako: E,, (E31(E21A)) =U, gdzie

E,,=1.Zatem E;,(E,A)=U .
Operacja mnozenia macierzy jest faczna zatem mozna takze napisa¢ (E,,E, )A=U .

lloczyn E,,E,; moéwi jak przejé¢ z A do U . Macierz odwrotna do macierzy E,,E,; méwi jak

przejs¢z U do A.

Jesli rozwigzemy Ux = EAX = Eb , wtedy rozwigzanie to jest tez rozwigzaniem uktadu Ax=Db

Macierz permutacji zamienia miejscami dwa wiersze macierzy; na przyktad
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Pierwszy i drugi wiersz macierzy PA s3g drugim i pierwszym wierszem macierzy A. Macierz

permutacji powstaje poprzez zamiane wierszy w macierzy jednostkowe;.

Aby zamieni¢ kolumny macierzy A, trzeba mnozy¢ prawostronnie przez macierz permutac;ji (
AP ). Zauwazmy ze mnozenie macierzy nie jest przemienne tzn.: PA= AP.

Przyktad obliczeniowy (macierz permutacji).
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W wyniku mnozenia macierzy permutacji (macierzy jednostkowej, w ktérej zamieniono

1 2 3
wiersze 1i2)imacierzy |4 5 6| nastgpita zamiana wierszy 1i2 w drugiej macierzy.
7 8 9



Odwrotnosci

1 0O
Dana jest macierz: E,; =| =3 1 0, ktéra odejmuje trzykrotnos¢ wiersza pierwszego od
0 01

wiersza drugiego. Aby odwrdcié tg operacje trzeba dodac trzykrotnos¢ wiersza pierwszego
do wiersza drugiego. Mozna to zrobi¢ uzywajac odwrotnosci macierzy E,; .

100
El=[3 1 0.
001

o - O

Jest przeciez E,JE, =1.

Przeglad Kluczowych idei

To jest przeglad liniowej algebry w kursie matematyki dla inzynieréw.

Algebra liniowa zajmuje sie (dotyczy) wektoréw, macierzy oraz przestrzeni i i podprzestrzeni.
Wektory

Podstawowg operacjg wykonywang na wektorach jest ich kombinacja liniowa.

Mozna mnozy¢ wektory przez skalary (liczby), dodawa¢ i odejmowaé. Majac dane wektory u,
v i w mozna utworzy¢ liniowg kombinacje tych erktoréw:

XU+ XV+XW=Db.

Przyktad wektoréw z przestrzeni R®:

1 0 0
u=|-1{,v| 1|, w=0].
0 -1 1

Kolekcja wszystkich iloczyndw wektora U i liczb rzeczywistuch jest linig prostg przechodzaca
przez poczgtek uktadu wspétrzednych. Kolekcja analogicznych iloczynédw wektora v tworzy
inng linie przechodzacg przez poczatek uktadu wspoétrzednych. Kolekcja wszystkich
kombinacji liniowych wektoréw U i V tworzy ptaszczyzne przechodzgcg przez poczatek
uktadu wspétrzednych.

Biorgc wszystkie kombinacje pewnych wektordw otrzymujemy podprzestrzen.

Mozna kontynuowac jak dotad, lub mozna uzy¢ macierzy aby uwzglednié takze wszystkie
iloczyny wektora W i liczb rzeczywistych.



Macierze

Macierz powstaje jako zestawienie kolumn bedgcych wektorami u, v i w.

1 0 O
A=-1 1 O0].
0o -11
lloczyn macierzy i wektora:
1 0 0| x X
Ax=l-1 1 O} x, |=|-X+X,
0 -1 1§|x —X, + X,

Jest réwny sumie XU+ X,V + X,W =b. Zatem iloczym taki jest kombinacja liniowg kolumn

macierzy. (Ta szczegdlna macierz A jest macierzq réznicowq poniewaz sktadniki AX sg
réznicami sktadowych wektora x).

Kiedy piszemy , to myslimy o mnozeniu liczb i wektoréw; wkiedy piszemy AX=D, to
myslimy o mnozeniu macierzy (ktérej kolumnami sg wektory U, v i W) przez liczby.

Obliczenia s3 te same ale sposéb widzenia (i myslenia) jest inny.

Dla pewnego wektora X , wynik ,mnozenia przez macierz A” jest pewnym wektorem b:

1 1
Ald|=|3].
9 5

Gtebszym problemem jest zaczgé od wektora b i zapytac ,,dla jakich wektordsci x zachodzi
AXx =b?” W naszym przyktadzie oznacza to rozwigzanie uktadu trzech rownan z trzema
niewiadomymi. Obliczenie:

1 0 0fx X, b,
Ax=|-1 1 0| X, |=|X%X—X|=|b,
0 -1 1§x X3 =X, b,
Jest réwnowazne obliczeniu:
X =b
X1:b2
X2:b3

Widzimy, ze X, =b,, X, =b +b,, X; =b, +Db, +b,. W postaci wektorowej rozwigzanie
przedstawia sie:



X, b,
X, |= b +b,
X b, +b, +b,

Ale powyzsze rdwnanie wektorowe moze by¢ zapisane jako:

10 0]k
x={1 1 0}|b
11 1||b,

N

lub jako x = A™'b. Jeéli macierz A jest odwracalna (nieosobliwa), mozemy przemnozy¢ obie
strony przez A" aby znalez¢ unikalne rozwiazanie X réwnania AX =b.Mozna by
powiedzieé, ze A reprezentuje transformacje X — b , ktéra ma odwrotng transformacje
b—>x.

0 0
W szczegdlnosci, jesli b={0|,to x=| 0.
0 0

W nastepnym przyktadzie macierz C ma te same kolumny U i vV ale zmieniong kolumne w:

1 0 -1
C={-1 1 0
0 -1 1

Wtedy otrzymujemy:

1 0 -1||x X, — X,
Cx=|-1 1 O0]|x
0 -1 1jx X; — X,

| nasz ukfad trzech réwnan z trzema niewiadomymi staje sie cykliczny (circular).

O ile w poprzednio Ax =0 pociggato za sobg, ze X =0, o tyle teraz istnieg niezerowe
wektory X, dla ktérych Cx =0. Dla kazdego wektora X o jednakowych sktadowych (czyli
X, =X, = X;) zachodzi Cx =0. To jest znaczaca réznica w stosunku do poprzedniej sytuacji;

nie mozemy pomnozy¢ obustronnie réwnania CX =0 przez odwrotnos$¢ macierzy C aby
otrzymaé unikalne niezerowe rozwigzanie X.

Uktad réwnar Cx =b zapiszemy jako:
X — Xy =by
X, =X =Db,.
X; — X, =Dy



Jesdli dodamy wszystkie rGwnania, otrzymamy:
O0=Db +b,+b,.

Ostatni zapis mowi, ze réwnanie CX =b ma rozwigzanie x tylko wtedy, kiedy sktadowe
wektora b sumuja sie do 0. W sensie fizycznym oznacza to, ze system jest stabilny tak
dtugo jak sity sie réwnowaza.

Podprzestrzenie

Geometrycznie rzecz biorgc, kolumny macierzy C sg wektorami lezgcymi na tej samej
ptaszczyzinie (sg zatem liniowo zalezne; kolumny macierzy A s3 liniowo niezalezne). Jest
wiele wektoréw w R?, ktére nie lezg na tej ptaszczyzinie. Takie wektory nie moga by¢
przedstawione jako kombinacje liniowe kolumn macierzy C i odpowiadajg takim wektorom
b, dla ktorych rownanie Cx =b nie ma rozwigzan Xx. Liniowe kombinacje kolumn macierzy

C generuja podprzestrzert dwuwymiarowa przestrzeni R®.

Ta ptaszczyzna (podprzestrzen) ztozona z kombinacji wektoréw U, V i W moze by¢ opisana
jako ,,wszystkie wektory Cx”. Wiemy jednak, ze wektory b, dla ktérych Cx =b spetniajg
warunek b, +b, +b, =0. Zatem ptaszczyzna ztozona z wszystkich kombinacji wektoréw u i v

sktada sie z wektordw, ktéruch sktadowe sumujg sie do 0.

Jesli rozwazymy wszystkie kombinacje wektoréw:

1 0 0
u=|-1j,v=1]iw=|0
0 -1 1

Otrzymamy cata przestrzeri R®; réwnanie AX=b ma rozwiazanie dla kazdego b w R®.
Mowimy, ze wektory U, V i W tworza baze przestrzeni R®.

Baz a przestrzeni R" jest zbiér n liniowo niezaleznych wektoréw przestrzeni R". Innymi
stowy bazg przestrzeni R" jest zbiér n wektordéw, ktérych kombinacje liniowe pokrywaja
(generuja) catg przestrzen. Jeszcze inaczej: zbiér wektordw tworzy baze wtedy i tylko wtedy
gdy macierz, ktorej kolumnami sg te wektory jets odwracalna (nieosobliwa).

Przestrzen wektorowa jest zbiorem wektorow, ktory jest zamkniety na operacje liniowych
kombinacji (tzn. kombinacje liniowe wektoréw z tego zbioru sg wektorami z tego zbioru).

Podprzestrzen jest przestrzenig wektorowg zanurzong wewnatrz innej przestrzeni
wektorowej. Przyktadem moze by¢ linia prosta przecgodzaca przez poczatek uktady
wspotrzednych lub ptaszczyzna zawierajgca poczatek uktady. Podprzestrzen moze byé rowna
catej przestrzeni w ktorej jest zawarta; najmniejszg podprzestrzenia jest zbidr ztozony tylko z
wektora zerowego.

Podprzestrzeniami przestrzeni R® sa:
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poczatek uktadu wspdtrzednych, linia prosta przechodzaca przez poczatek uktadu,
ptaszczyzna zawierajaca poczatek uktadu, cata przestrzen R®.

Konkluzja

Kiedy patrzysz na macierz, sprébuj zobaczy¢ ,,co ona robi?”

Macierze mogg by¢ prostokatne; mozna miec siedem réwnan z trzema niewiadomymi.

Prostokatne macierze nie s odwracalne, ale symetryczna, kwadratowa macierz A" A, ktéra
sie czesto pojawia gdy uzywa sie prostokatnych macierzy moze by¢ odwaraclna.

Mnozenie i odwracanie macierzy
Mnozenie macierzy

Przedyskutujemy cztery sposoby myslenia o iloczynie AB=C dwdch macierzy A i B . Jedli
A jest macierza o m wierszachi N kolumnach (mxn)i B jest macierza nx p, wtedy C

jest macierzag mx p . Uzywamy notacji c., dla oznaczenia elementu macierzy znajdujgcego

ij?
sie w i -tym wierszy i | -tej kolumnie macierzy C.
Standardowy sposdb myslenia o iloczynie (wiersze razy kolumny)

Standardowy sposob opisania iloczynu macierzy, to sposob, w ktorym c; jest rowne

iloczynowi skalarnemu i-tego wiersza macierzy A oraz ] -tej kolumny macierzy B . Innymi
stowy:

n
G = Zaikbkj .
k=1
Kolumnowy spos6b myslenia o iloczynie macierzy

lloczyn macierzy A i j-tej kolumny macierzy B réwna sie j-tej kolumnie macierzy C.

Oznacza to, ze kolumny macierzy C sg liniowymi kombinacjami kolumn macierzy A.
(wspotczynnikami kombinacji sg elementy kolumn macierzy B ).

Wierszowy sposdéb mysSlenia o iloczynie macierzy

lloczyn i -tego wiersza macierzy A oraz macierzy B réwna sie i-temu wierszowi macierzy
C . Oznacza to, ze wiersze macierzy C sg liniowymi kombinacjami wierszy macierzy B .
(Wspdtczynnikami tych kombinacji sg elementy wierszy macierzy A).

Kolumny razy wiersze

Kolumna macierzy A jest wektorem mx1, a wiersz macierzy B jest wektorem 1x p . Ich
iloczyn jest macierza:
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2 2 12
3([L 6]=|3 18].
4 4 24

Kolumny wynikowej macierzy sg iloczynami kolumn macierzy A i elementéw wierszy
macierzy B, a wiersze macierzy wynikowej sg iloczynami wierszy macierzy B i elementow
kolumn macierzy A.JeRli mys$limy o elementach wierszy macierzy wynikowej jako o

wspétrzednych (2,12), (3,18) i (4,24), to zauwazymy, ze leza one na jednej prostej;
podobnie jesli potraktujemy kolumny macierzy wynikowej jako wspoétrzedne (2,3, 4) i
(12,18,24), to takze lezg one na jednej linii. Dalej zobaczymy, ze oznacza to, ze przestrzen

wierszy tej macierzy jest linig prostg, oraz ze przestrzen kolumn takze jest jedna linig prosta.

lloczyn macierzy A i B jest sumg tych macierzy wynikowych uzyskanych poprzez mnozenie
ykolumn i wierszy”:

Blokowy sposdb mysSlenia o iloczynie macierzy

Jedli podzielimy A i B na bloki w odpowiedni sposdb, to mozemy napisac iloczyn macierzy
AB =C w terminach iloczynéw tych blokdw:

A A B B _ G G
~ als sl )
Gdzie C, = AB, + AB, .

Odwrotnosci

Macierze kwadratowe

Jesli A jest macierzg kwadratowg, to jednym z najwazniejszych pytan jakie mozna zadac jest
pytanie czy istnieje macierz odwrotna A™ do macierzy A.Jesliistnieje,to AA=1=AA"|
mowimy wtedy, ze A jest odwracalna lub nieosobliwai.

Jesli A jest osobliwa —tzn. nie istnieje macierz odwrotna — to wyznacznik macierzy A jest
réwny 0 iistniejg wtedy niezerowe wektory X, dla ktérych Ax =0. Dla przyktadu:

1 3|3 |0
2 6|-1| |0]
W powyzszym przyktadzie, trzyktornosé pierwszej kolumny minus jednokrotnos$¢ drugiej

kolumny jest rowna wektorowi zerowemu; Dzieje sie tak dlatego, ze pierwsza i druga
kolumna macierzy sg wspétliniowe albo immymi stowy lezg na jednej proste;.
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Poszukiwanie macierzy odwrotnej jest scisle zwigzane z rozwigzaniem uktadéw réwnan

liniowych:
1 3jla c| (10
2 7|lb d| [0 1

A A I

Mozna powiedzie¢: , A przemnozone przez j-ta kolumne macierzy A" jest réwne j-tej
kolumnie macierzy jednostkowej”. Odpowiada to wiec rozwigzaniu dwdch uktadéw réwnan

liniowych. W pierwszym niewiadome tworzy pierwsza kolumna macierzy g A a po prawe;j
stronie uktadu jest pierwsza kolumna macierzy jednostkowej a w drugim niewiadome tworzy

druga kolumna macierzy A" a po prawej stronie uktadu jest druga kolumna macierzy
jednostkowej.

Eliminacja Gaussa-Jordana

Mozemy uzy¢ metody eliminacji do rozwigzania dwdch lub wiecej uktadéw réwnan liniowych
w tym samym czasie. W tym celu rozszerzamy macierz A o kolumny macierzy jednostkowe;j

l:
1 31 0 1 3310 1 0 7 -3
- - .
2 70 1 0 1-2 1 0 1-2 1

(Najpierw stosujemy metode Gaussa do przeksztatcenia oryginalnej macierzy do macierzy
golnej tréjkatnej a nastepnie uzywamy eliminacji Jordana by wyeliminowa¢ elementy
powyzej gtdwnej przekatnej). Otrzymujemy w tren sposdéb macierz odwrotng na pozycji
macierzy jednostkowej i macierz jednostkowg na pozycji macierzy oryginalne;j.

A_1_7 -3
2 1|
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